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1 Izanga

Sio darbo tikslas — apragyti kai kuriuos informacinés entropijos ir atsitik-
tinumo savokuy aspektus, ypac ju taikymo fizikoje srityse.

Referate pateikiu fizikinés bei informacinés entropiju apibrézimus, infor-
macinés entropijos lygties iSvedima, pabréZiant atsitiktinumo priklauso-
mybe nuo turimos bandymu irangos. Aptariamas Sios priklausomybés
makroskopinis atitikmuo, turint omenyje Prigogine ir George (1983 m.) pa-
sitilyta idéja taikyti antraji termodinamikos désnij kaip “atrankos principa”
laiko simetrijai diferencialinése lygtyse suardyti. Panasios prielaidos dél
turimos irangos padeda pasitilyti sprendimo varianta, taip vadinamam
“Gibso paradoksui”.



2 Fizikiné bei informaciné entropijos

2.1 Fizikiné entropija.

Fizikoje entropija — tai termodinaminés sistemos biisenos funkcija S, api-
btdinanti izoliuotoje sistemoje vykstanciu procesu negriZtamuma. Siste-
mos entropijos nykstamas pokytis dS, suteikus sistemai Silumos kieki d(),
reiSkiamas sarysiu:

15 > % (1)

T — sistemos absoliuti temperatiira. Lygybés Zenklas galioja griZtamie-
siems procesams, nelygybées — negriZztamiesiems.'

Entropijos prasme atskleidZia statistines fizikos formuluoté: sistemos ent-

ropija yra tiesiog proporcinga termodinaminés tikimybés, sistemai turéti
vidine energija U, nattiriniam logaritmui:

S = klnQU) @)
Cia Q(U) — energijos verteés U i$sigimimo eilé arba laipsnis. Kadangi $is

dydis nusako energija U atitinkanti mikrobtisenu skaiciu, tai ji dar galima
vadinti energijos U mikrobiisenos termodinamine tikimybe?.

2.2 Informaciné entropija.

Informacijos teorijoje entropija — tai dydis, parodantis kiek informacijos
gaunama i$ bandymo rezultato. Sistemai, turinciai baigtine makrobtiseny

¢ ={C,...,C,} aibe, informaciné entropija iSreiSkiama lygtimi:
H(¢)=> pilnp 3)
i=1

Lietuviskoji tarybiné enciklopedija, t.3, (Leidykla “Mokslas”, Vilnius 1978 m.), p. 359
2A. Tamasauskas ir kiti, Fizika, t.3, (Vilnius, “Mokslas” 1992. ISBN 5-4200-00793-2),
p-112, 109.



Cia H(¢) — informaciné entropija, kur p; — konkretaus bandymo rezultato
tikimybeé.

Informaciné entropija pasiZymi Siomis savybémis:

1. H = 0 tada ir tik tada, kai visos tikimybés p; iSskyrus viena yra ly-
gios nuliui. Tik kai esame uZtikrinti bandymo rezultatais informaci-
né entropija iSnyksta.

2. Duotam skaiciui rezultaty n, H verté yra maksimali ir lygi Inn, kai
visos tikimybes p; yra vienodos (lygios +). Tai — pati neapibréZ¢iau-
sia situacija.

3. Informaciné entropija yra adityvi: dvieju nepriklausomu bandymu
bendra entropija yra lygi ju atskiru entropiju sumai.

3 Atsitiktinumas, tikimybé ir entropija

DidZioji dalis nesusipratimuy su informacinés entropijos savoka kyla dél
ilgo rimto atsitiktinumo supratimo trikumo. Matu teorija tikimybiy teori-
jai suteike tvirta aksiomatini pagrinda i$ grynai matematinés pusés, bet jai
tiesiog triiko aksiomu taikymo ribu nagrinéjimo. Ir nors klausimas jokiu
btidu néra galutinai iSsprestas, Martin-Lof (1966) priéjimas prie problemos
suponuoja naudinga apibréZima klasikiniam atvejui, kurj ir nagrinéju to-
liau.

Isivaizduokime mokslini eksperimenta su /N galimais rezultato variantais.
Modernaus mokslo susitarimu, “mokslinis” eksperimentas turi baiti ima-
nomas pakartoti ir atgaminti. Eksperimento rezultatai laikomi atsitikti-
niais jei néra jokio statistinio patikrinimo, prieinamo eksperimentuotojui,
kuriuo jis galétu atpazinti bet koki désninguma, po pakartotiniu eksper-
imento kartojimu. Labai svarbu pabreézti, kad $is apibréZimas priklauso
nuo turimos irangos galingumo. Zaidimu kauliuko ridenimas kazino sa-
lygomis turi bati atsitiktinis, i$ kitos pusés, jei turétume tokia iranga kaip
didelio greicio viedeokamera, biity imanoma i$ anksto nuspeéti kiekvieno
ridenimo rezultatus, nuo pradinio kauliuko judéjimo momento ir eksper-
imento rezultatai nebegalétu biiti laikomi atsitiktiniais. Subtilesnis skirtu-
mas atsirastu, jei ridentume truputi iScentruota kauliuka kazino salygo-
mis. Jei ridenimuy skaicius reikalingas net ir sudétingiausiam statistiniam
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patikrinimui parodyti rezultatus yra didesnis uZz ta nuo kurio kauliukas
susidévétu, eksperimento rezultatai bty vistiek laikomi atsitiktiniais.

Pagrindinés entropijos bei tikimybés savokos atsiranda i8 atsitiktinumo sa-
vokos. Eksperimento, kurio rezultatai yra atsitiktiniai ir kuris turi N gali-
mu rezultaty varianty (nattrali) entropija yra:

H =1In(N) 4

o dvejetainé entropija (bitais):

H =log,(N) ()

Naudojant logaritma, kurio pagrindas 2, entropija matuojama bitais (kar-
tais naudojami logaritmai, kuriu pagrindas 10 ir entropija matuojama Hart-
liais). Bet kurio eksperimento rezultato x tikimybé 7 (x) yra:

m(z) = N1 (6)

Tikimybé 7(z) ir nattrali entropija H yra susije abipusiai prieSingomis ly-
gybémis:

H=—Inn(x) (7a)
m(r) =e (7b)
Dvejetainei entropijai H:
H = —log, m(x) (8a)
r(x) =21 (8b)

Tikimybeé 7(z) parodo, kokia suma apsimoka statyti tokiame Zaidime, ku-
riame laimétume, pastate uZ eksperimento rezultata x. Eksperimento atsi-
tiktinumas, reiskia, kad néra jokios strategijos kuri padétu mums laimeéti i



zaidima. Entropija (4) ir (5) lygybése apibréZzia eksperimento rezultaty ne-
Zinojima. Jei eksperimenta atlikty kasnors kitas, o véliau paklaustume ko-
kie buvo eksperimento rezultatai, tai reikalingas atsakymu i kuriuos buty
galima atsakyti tik “taip” arba “ne” skaicius atitiktu (5) lygybés rezultata.

Auksciau aprasytas modelis yra per daug siauras bendram naudojimui,
kai norima ji taikyti eksperimentams su neatsitiktiniais rezultatais (Siuo
turime omenyje bet kokius eksperimentus, kuriu rezultatus statistiskai bti-
tu galima laikyti atsitiktiniais, bet turincius netolygu baigtini ir désninga
tikimybiu pasiskirstyma). Siems eksperimentams modeliuoti galima nau-
doti vidini eksperimenta su atsitiktiniais rezultatais (kaip praeitoje pastrai-
poje), kurio rezultaty aibé, vadinama fazine erdve, turi N elementu. Fazi-
ne erdve galima visiskai suskaidyti i aibe £ = {C},...,C,} susidedancia
i§ skirtingu poaibiu, vadinamu biisenomis. Skaidymas ¢ atspindi eksperi-
menta su neatsitiktiniais rezultatais (taip pat Zymima &), kuriuo atrenka-
mas rezultatas z i fazinés erdvés ir randama btisena C;, kuriai jis priklau-
s0. Jei btisenoje C; yra n; eksperimento, kurio kiekvieno rezultato tikimybe
yra N~! (pagal (6)), rezultatu, tuomet basenos C; tikimybe p(C;) yra:

p(Ci) =n; N~ )

Biisena C; gali biiti laikoma atskiru eksperimentu su atsitikitniais rezulta-
tais. Tuomet Sio eksperimento entropija (i$ lygybés (4)):

Jei vykdome eksperimenta ¢ ir rezultatas yra busena C;, tai miisu nezino-
mybé sumazéjo In N — Inn; = —Inp(C;) kartu. Tai atsitinka su tikimybe
p(C;). Taigi vidutinis nezinojimo praradimas (arba Ziniu gavimas) igytas
vykdant eksperimenta ¢ yra jo entropija.

H(E) =— Zp(@) Inp(Cy) (11)

(Imant logaritmus su pagrindu 2 rezultatas bfitu matuojamas bitais). Ma-
tematikos Saka matavimuy teorija iSplecia Siuos tikimybés bei entropijos
apibrézimus atitinkamai iki begaliniu faziniu erdviu, kuriose “rezultaty



varianty skaiciavimas” gali buti kei¢iamas “tirio matavimu”. Entropija
H (&) tenkina nelygybe:

0<H¢ <lnr (12)

Kairioji nelygybeés dalis tampa lygybe tada ir tik tada, kai p(C;) bent vie-
nam i: jei Zinome i$ anksto, jog eksperimento ¢ rezultatu biisena bus Cj,
tai jokiu nauju Ziniu vykdydami eksperimenta neigysime. DeSinioji ne-
lygybes dalis tampa lygybe tada ir tik tada, kai p(C;) = r~! kiekvienam
i: daugiausiai Ziniu suteikiantys eksperimentai yra tokie, kuriu visi rezul-
tatai yra vienodai tikétini. Tokiu btidu eksperimento rezultaty atsitiktini
pasiskirstyma apibtidina entropija. Dar daugiau, trys savokos (entropija,
tikimybeé ir atsitiktinumas) pasirodo esancios ekvivalencios grieZtai mate-
matine prasme, nes vienos i$ ju ivedimas suponuoja kity dvieju ivedima.
PavyzdZiui, tokios formulés kaip (7) parodo rysi tarp entropijos ir tikimy-
bés.

4 SarysSis su statistine fizika

Eksperimentui £ = {C',...,C,}, aptartam praéjusiame skyriuje, absoliu-
tus atsitiktinumas — visiskas nezinojimas apie eksperimento rezultatus —
buvo apibadintas, kaip entropijos H(§) didéjimas, igaunantis reikSme In r
(12). Praktikoje, kiekvienai C; reiksmei galima priskirti reikSme E;. Tai gali
bati tasku skaicius kauliuko Sone arba dalelés energija elektronvoltais. Jei
zinome laukiama bendra rezultata:

E= pr,-)& (13)

1= Zp(@-) (14)

yra apibréZtos santykinio atsitiktinumo prielaida: negalima pastebéti jo-
kio désningumo eksperimento rezultatuose, iSskyrus bendro rezultato £
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iSlaikyma. Tai ekvivalentu entropijos H (§) didinimui priklausan¢iam nuo
lygybiu (13)ir (14). Jeigs = E =Y, _ p(C)E; , 9o =1—=>_ p(C;),0 f =
H(&)+Bg1+ Aga , kur 3 ir A — Lagranzo daugikliai tai priimant stacionaru-
mo (stationarity) salyga 0f/0p(C;) = 0 gausime: In p(C;) = —FE; — (1 + A)
arba p(c;) = e PFi/elTA | Istatant reikSmes i (14) ir turint omenyje, kad A
nepriklauso nuo ¢, gauname:

p(Ci) = Z(B) e (15)

, kur Z (pasiskirstymo funkcija):

Z(B) =Y e" (16)
=1
Pastovi reikSmeé E iSreiSkiama kaip:

_dInZ(p)

E= 03

(17)

Si funkcija graZins 3, jei pasiskirstymo funkcija yra tolydiné ir grieZtai lo-
garitmiSkai iSgaubta (strictly logarithmically convex). Entropija (11) galime
rasti:

- ZP(Ci) Inp(C;) = ZP(C@-)[ﬂE@- + (14 M) (18)
arba:
H(§) = BE +In Z(B) (19)

Cia reikia turéti omenyje, jog (15)—(19) lygybes yra tik paseka ¢ rezultatu
santykinio atsitiktinumo (13) ir reik§més E; priskyrimo kiekvienai btise-
nai C;. Néra jokios blidingos priezasties dél kurios toks eksperimentas
¢ netiktu kaip modelis tam tikrose “ne-pusiausvyros” salygose. (Kai ku-
riais atvejais papildomos reiksmes F;, G; ir tt. gali biti priskirtos konkre-
¢iai biisenai, su Zinomomis bendromis reikSmémis F, G ir t.t.. LagranZo
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daugikliu metodas Siam atvejui taip pat tinka, naudojant vektorius vie-
toje skaliariniy reik8miu). Eksperimentas su ¢ atsitiktinémis tikimybémis
apibréziamas (13) lygybe yra vadinamas kanoniniu ansambliu, nes jis api-
bendrintai apraSo $io pavadinimo modelius statistinéje fizikoje. Sarysis su
termodinamika atsiranda, kai E; ir £ yra energijos, matuojamos atitinka-
mais vienetais. [vedant bolcmano konstantq k, termodinaminé entropija yra:

S=kH (20)
Temperatiira:
T= % (21)
Termodinaminis potencialas:
U =1InZ(f) (22)
Helmbholtco laisvoji energija:
F=—kTV (23)

Lygybeé (19) tuomet susiprastina iki:

F=FE-TS (24)
Turima omenyje, kad (15) ir (21-23) duoda bisenos C; tikimybe kaip:

e~ Ei/kT
() = ——mr (25)

IS Siu lygybiu galima lengvai iSvesti kinetinés teorijos lygtis.



5 Priklausomybé nuo aparato

Treciojoje dalyje duotas bendras supratimas apie entropijos, tikimybés ir
atsitiktinumo savokas. Taip pat buvo parodyta, jog Sios savokos priklau-
so nuo turimo aparato galios. Prigogine ir George 1983 m. pasitlé naudoti
Antraji termodinamikos désnj kaip atrankos principq, sulauZanti mikroskopine
laiko simetrija, fizikos désniuose, iSreikStuose diferencialinémis lygtimis.
Tarkime, kad diferencialiné lygtis yra pastovi keiciant laiko krypti, nes joje
naudojamos tik lyginiu laipsniu laiko iSvestinés. Tuomet ji [lygtis] forma-
liai gali turéti sprendinius, kurie vyksta pagal ir pries laiko tékme. Reikia
kazkaip atmesti sprendinius, kurie vyksta atbulai. Antrojo termodinami-
kos desnio, kaip atrankos principo idéja leidZia atmesti sprendinius vyks-
tancius pries laiko tékme kaip “neitikimus”. Taip pat ¢ia reikia dar karta
pabrezti, kad atbuly sprendiniu neitikinamumas priklauso nuo eksperi-
mentinio aparato sudétingumo.

Antrojo termodinamikos désnio kaip atrankos principo panaudojima iliust-
ruosime pavyzdziu: tarkime turime diferencialinio pavidalo bangine funk-

cija:

26 206 18%

or?2  ror cOt? (26)

pritaikyta sferiskai simetriskam oro slégiui ¢(r, t) laiku ¢ ir atstume r nuo
simetrijos centro (c — garso greitis ore). Yra du paprasti sprendiniuy tipai:
besipleciancios bangos:

6=~ f(r -t @)

tam tikrai funkcijai f(x), ir susitraukiancios bangos:

o= %f(r%—ct) (28)

Pirmojo tipo sprendinys gali apibréZti garso bangas atsirandancias dél fizi-
kinio reiskinio simetrijos centre. IS kitos pusés antrojo tipo sprendiniai yra
keblumas teorijai, nes apibrézia bangas, kurios koherentiskai susieina si-
metrijos centre. Antrasis termodinamikos désnis kaip atrankos principas
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atmeta susitraukiancias bangas, kaip neitikimas. Visgi, esant pakanka-
mai sudétingam aparatui, susitraukianc¢ios bangos, tokios kaip apibrézta
(26) sprendinyje gali atsirasti. Vienas pavyzdys gali biiti atominés bom-
bos sprogimo lesis (detonation lens) — labai aiskiai iSskirtinis atvejis. Kitas
pavyzdys atsiranda elipsinés arba pusiau elipsinés “SnabZdesiu galerijos”
fokuse. Siam atvejui galerijos lubos turi bati specialiai suprojektuotos ir
tiksliai pastatytos.

Gibso paradoksas. Taip vadinamas “Gibso paradoksas” gali biti iSspren-
dZiamas naudojant panasias prielaidas apie naudojamu aparatu galia. Tar-
kime turime inda su dvieju skirtingu rtisiu dujomis. Btisenos, kuriose skir-
tingos dujos yra atsiskyrusios skirtinguose indo galuose yra aiskiai neiti-
kimos. Jei turimas aparatas gali atskirti skirtingu riSiu dujas, tai jis galétu
padeéti ivertinti vykstanti darba kartu su termodinaminés entropijos padi-
déjimu, kuris atsiranda pasekoje to, kad dujos susimaisé. IS kitos pusés,
jei aparatas butu nepakankamai sudétingas, jis negalétu atskirti bisenu,
kuriose dujos visiSkai susimaiSe. Tokiu atveju blisenos su atsiskyrusiomis
dujomis termodinaminé entropija bitu tokia pati, kaip ir sumiSusios bi-
senos.

6 ISvados

Pamatéme, jog entropija ar ji bttu informaciné, ar termodinaminé, pri-
klauso nuo bandymu irangos (aparato). GrieZtai matematinése formulése,
tokiose, kaip (3) Si priklausomybé atsiranda dél tikimybés savokos api-
brézimo. Zinodami esant $ia priklausomybe nuo aparato galime i$vengti
daugelio paradoksu susijusiu su entropija.
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